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dt
df φππω =

Τ
==

22

Για κυκλική κίνηση 
(ή για να βρω τη μεταβολή φάσης.) 

ΦΦΥΥΣΣΙΙΚΚΗΗ  ΘΘΕΕΤΤΙΙΚΚΗΗΣΣ  &&  ΤΤΕΕΧΧΝΝΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΚΚΗΗΣΣ  ΚΚΑΑΤΤΕΕΥΥΘΘΥΥΝΝΣΣΗΗΣΣ  
 

ΤΤΥΥΠΠΟΟΛΛΟΟΓΓΙΙΟΟ    33ΗΗΣΣ  ΛΛΥΥΚΚΕΕΙΙΟΟΥΥ  

  
1Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ. 

Ηλεκτρικές & μηχανικές ταλαντώσεις 
  
Περιοδικά φαινόμενα. 

 t
Nf =  

f
T 1
=  

 
Απλή αρμονική ταλάντωση. 
 

Όταν 
xt=0=0m και υt=0>0   x= Aημωt   υ= υmax συνωt   α= -αmax ημωt 

Όταν  
xt=0≠ 0m   x= Aημ(ωt+φ)   υ= υmax συν(ωt+φ)   α= -αmax ημ(ωt+φ) 

 
 

T= 2π D
m

 m
Df

π2
1

=  m
D

=ω  
 
 

E= K+U  K= ½ mυ2 U= ½ Dx2 
 

  E= K+U= Κmax= ½ m 2
maxυ  Umax= ½ DA2 

 
 

xmax= A υmax= ωΑ αmax= ω2Α 
  

 υ=ωAσυνωt α=-ω2Αημωt =-ω2x 

 
Χρήσιμες σχέσεις.         D (= k)= mω2               F=mα 

A
x

Ax t
t

0
0

=
= =⇒= ημφημφ         ⇒+=Α 22222 xωυω   22 xA −±= ωυ   ,  2

22
ω

υ−±= Ax  

     (θέλει απόδειξη μέσω της Ε=Κ+U)  

F= -Dx 

ω⋅  ω⋅

N
tT =  

 
   
     

ΦΦΦΥΥΥΣΣΣΙΙΙΚΚΚΗΗΗ   ΘΘΘΕΕΕΤΤΤΙΙΙΚΚΚΗΗΗΣΣΣ   &&&   ΤΤΤΕΕΕΧΧΧΝΝΝΟΟΟΛΛΛΟΟΟΓΓΓΙΙΙΚΚΚΗΗΗΣΣΣ   ΚΚΚΑΑΑΤΤΤΕΕΕΥΥΥΘΘΘΥΥΥΝΝΝΣΣΣΗΗΗΣΣΣ   
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Ηλεκτρικές ταλαντώσεις. 
 

Όταν qt=0=Q   q= Qσυνωt   i= -Iημωt 

Όταν qt=0≠ Q   q= Qσυν(ωt+φ)   i= -Iημ(ωt+φ) 

Όταν qt=0=0   q= Qημωt   i= Iσυνωt 

 

LCT π2=  LC
f 1

2
1
π

=  
LC
1

=ω  

 
 

E= UB+UE UB= ½ Li2 UE= ½ 
C
1 q2 

 

E= UB+UE= UBmax= ½ LI2 UEmax= ½ 
C
1 Q2 

 
 

qmax= Q imax= I= Qω 

 

Στον πυκνωτή  Q= CVmax C
qV =  UE = ½ CV2   (= ½

C
1 q2) 

Στο πηνίο (imax= Qω) 
dt
diLV −=αυτ  (UB= ½ Li2) 

Στην αντίσταση  V=RI Δεν έχει αποθηκευμένη ενέργεια 

 
 
Φθίνουσες ταλαντώσεις. 
 

Για μερικές ισχύει:   F΄= -bυ 
 

Τότε, ισχύουν και:   Α=Α0 e-Λt  ,  1....
3

2

2

1

1

0 ≥===== ΛΤ σταθe
A
A

A
A

A
A  

 
 

Εξαναγκασμένες ταλαντώσεις. 
 

Ιδιοσυχνότητα f0:      Για μηχανική (ελατήριο):   Για ηλεκτρική:  

   Χρήσιμες σχέσεις. 
  

m
kf

π2
1

0 =  LC
f 1

2
1

0 π
=  

Λ: αυξάνεται με το b 
     μειώνεται με το m 

ω⋅

l
sC 0εε=  iVP ⋅=  tiVUE ⋅⋅=  
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Σύνθεση ταλαντώσεων. 
Ειδικές περιπτώσεις σύνθεσης:  

 
 
Α. Ίδια: θέση ισορροπίας, διεύθυνση, ω.   Διαφορετικά: Αi και φ. 
 
Από τη σύνθεση των ταλαντώσεων:   tAx ημω⋅= 11        

)(22 φωημ +⋅= tAx  
 προκύπτει η ταλάντωση:    )( ϑωημ +⋅= tAx  
 με πλάτος:           συνφ21

2
2

2
1 2' ΑΑ+Α+Α=A  

 φάση:            ϑω +t  
και ϑ  που βρίσκω από την:     

συνφ
ημφεφϑ

21

2

Α+Α
Α

=  

 Από το Α΄ βλέπω ότι όταν   φ=0ο  Α΄=Α1+Α2 
 ενώ όταν                               φ=180ο   Α΄=|Α1-Α2| (και φάση αυτή του μεγαλύτερου Αi) 

 
 

Β.  Ίδια: θέση ισορροπίας, διεύθυνση, Α.   Διαφορετικά: ωi.  
 
Από τη σύνθεση των ταλαντώσεων:   tAx 11 ημω⋅=   και  tAx 22 ημω⋅=  

 προκύπτει η ταλάντωση:    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅= ttAx
22

2 2121 ωωημωωσυν  

 Όταν 21 ωω ≈  προκύπτει διακρότημα  
όποτε έχω       tAx ωημ⋅= '  

με (μεταβαλλόμενο χρονικά) πλάτος:        ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅= tAA
2

2' 21 ωωσυν  

 και φάση*:      tt
2

21 ωωω +
=  με     21

21

2
ωωωωω ≈≈

+
=  

Το διακρότημα έχε ι ∗∗    21 ωωωδ −=  

 και       
π
ωδ

δ
δ 2

1|| 21 ==−=
T

fff  

 
Χρήσιμες σχέσεις. 

xFE ⋅=   υ⋅== F
dt
dEP   dtRidQ ⋅= 2  

                                                 
* (Προφανώς, το ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅= tAA
2

2' 21 ωωσυν  παίρνει και αρνητικές τιμές. Όμως επειδή δε νοείται αρνητικό πλάτος, 

όταν το A΄<0, θεωρούμε ότι η φάση αυξάνει κατά π) . 
∗∗ Από την  ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

⋅= tAA
2

2' 21 ωωσυν  ίσως περίμενα 
2

21 ωω
ωδ

−
=  . Όμως επειδή μας ενδιαφέρει η απόλυτη τιμή του 

πλάτους, η συχνότητα διπλασιάζεται. 
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  2Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ. 
 Κύματα 

Μηχανικά κύματα. 
Ταχύτητα διάδοσης κύματος:   f

t
x

⋅=
Τ

== λλυ  

Αρμονικό κύμα:     )(2
λ

πημ x
T
tAy m⋅=         όποτε θα έχω: 

Φάση:            )(2
λ

π x
T
t
m  

Στιγμιότυπο κύματος:     )(2
λ

σταθπημ xAy m⋅=  

Ταλάντωση ενός σημείου του μέσου:   )(2 σταθπημ m
T
tAy ⋅=  

Διαφορά φάσης δύο υλικών σημείων (θέλει απόδειξη):      
λ

πφ xΔ
=Δ 2  

Διαφορά φάσης του ίδιου υλικού σημείου (θέλει απόδειξη): 
T

tΔ
=Δ πφ 2  

Συμβολή κυμάτων (δυο διαστάσεις - επιφάνεια). 

Από τη συμβολή των δυο κυμάτων:   )(2 2,1
2,1 λ

πημ
r

T
tAy −⋅=  

 προκύπτει η ταλάντωση:    )
2

(2
2

22 2121

λ
πημ

λ
πσυν

rr
T
trr

Ay
+

−⋅
−

⋅=  

 με (μεταβαλλόμενο χωρικά) πλάτος:           
λ

πσυν
2

22' 21 rrAA −
⋅=  

 και φάση:              )
2

(2 21

λ
π

rr
T
t +
−  

 Από το Α΄ βλέπω ότι όπου   
2

221
λλ NNrr ==− , έχω μέγιστη ταλάντωση 

 ενώ όπου                            
2

)12(21
λ

+=− Nrr    έχω απόσβεση. 

Στάσιμα κύματα (μια διάσταση). 
Από τη συμβολή των δυο κυμάτων:   )(22,1 λ

πημ x
T
tAy m⋅=  

 προκύπτει η ταλάντωση:    
T
txAy πημ

λ
πσυν 222 ⋅⋅=  

 με (μεταβαλλόμενο χωρικά) πλάτος:       
λ

πσυν xAA 22' ⋅=  

 και φάση∗:         
T
tπ2  

 Από το Α΄ βλέπω ότι όπου  
4

2
2

λλ NNx == ,      έχω μέγιστη ταλάντωση (κοιλία) ∗∗ 

 ενώ όπου            
4

)12( λ
+= Nx    έχω απόσβεση (δεσμό) **.

                                                 
∗ (Προφανώς, το λπσυν xAA 22' ⋅= παίρνει και αρνητικές τιμές. Όμως επειδή δε νοείται αρνητικό πλάτος, όταν 
το A’<0, θεωρούμε ότι η φάση αυξάνει κατά π). 
∗∗ Το x μετράται ως απόσταση από κοιλία (ή από την «πηγή», εννοείται). 

t

x
y

y

           Προσοχή:   Στο 1ο κεφάλαιο συμβολίζαμε με x την 
απομάκρυνση από την θέση ισορροπίας. Στο 2ο κεφάλαιο, 
η απομάκρυνση αυτή συμβολίζεται με y, ενώ με x συμβο-
λίζουμε την απόσταση από την πηγή. Οι «κίτρινοι» τύποι 
(και όσοι προκύπτουν από αυτούς) ισχύουν μόνον εφόσον 
έχουν φτάσει τα κύματα στο σημείο x. 
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Ηλεκτρομαγνητικά κύματα 
 
Βασικές σχέσεις:  
 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

λ
πημ x

T
tEE 2max  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

λ
πημ x

T
tBB 2max  

c
B
E
=  

 
 
Δευτερογενείς σχέσεις: 
 

Αν έχω ένα οπτικό μέσο: 
(Έχω 2 πηγές και 1 οπτικό μέσο. Ο δείκτης αναφέρεται στις f των πηγών.) 

1
1 f

υλ =       

2
2 f

υλ =       

 
 
Ανάκλαση και διάθλαση (Έχω δύο οπτικά μέσα). 

(Έχω 1 πηγή και 2 οπτικά μέσα. Ο δείκτης αναφέρεται στα οπτικά μέσα.) 

λ1=
1

0

n
λ

 

λ2=
2

0

n
λ

 

 
 

a

b

b n
n

=
ημθ
ημθα     ή     bba nn ημθημθα =  Νόμος του Snell. 

a

b
crit n

n
=ημθ    ( ba nn f  όπου α το αρχικό μέσο) Ολική ανάκλαση (κρίσιμη γωνία) 

 
 
Διασκεδασμός  

 
Με αύξηση των: n  (δείκτης διάθλασης) f  (συχνότητα) θ  (γωνία εκτροπής) 
Μειώνονται τα: υ  (ταχύτητα διάδοσης) λ  (μήκος κύματος) φ (γωνία διάθλασης) 

f⋅= λυ  
λ
λ

υ
0==

cn  

1

2

2

1

f
f

=
λ
λ

2211
1

2

2

1 nn
n
n λλ

λ
λ

=⇔=  
21

:
ff

ή
=

Προσοχ

Η f είναι ανεξάρτητη 
του οπτικού μέσου. 

λ0 το μήκος κύματος 
στο κενό.  
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4Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ. 
Μηχανική στερεού σώματος. 

 
 
Οι κινήσεις στερεών σωμάτων. 
 

dt
da ω

γων =
r  R

dt
ds

cm ωυ ==  Raacm ⋅= γων  

 
Ροπή δύναμης («αντίστοιχο» δύναμης).. 
 

Fl=τ  Ροπή δύναμης ως προς άξονα (l η κάθετη απόσταση). 
Fl=τ  Ροπή δύναμης ως προς σημείο. 
Fd=τ  Ροπή ζεύγους δυνάμεων. 

 
Ισορροπία στερεού σώματος. 
 

∑ = 0xF  ∑ = 0yF ∑ = 0τ  
 
Ροπή αδράνειας («αντίστοιχο» μάζας). 
 

...2
22

2
11 ++= rmrmI  Ροπή αδράνειας στερεού ως προς άξονα. 

2MdII cmp +=  Ροπή αδράνειας στερεού ως προς άξονα 
 (d η απόσταση από το κέντρο μάζας). 

 
Θεμελιώδης νόμος στροφικής κίνησης.  
(«Αντίστοιχο» θεμελιώδους νόμου της μηχανικής: ∑ = amF rr

). 

γων
τ∑ = aIrr  Θεμελιώδης νόμος στροφικής κίνησης. 

∑ =
dt
Ld
r

rτ  Γενικότερη διατύπωση θεμελιώδους νόμου στροφικής κίνησης. 

 
Στροφορμή («αντίστοιχο» ορμής). 
 

2rmrmprL ωυ ===  Στροφορμή υλικού σημείου. 

ωIL =  Στροφορμή στερεού σώματος. 
...21 ++= LLL Στροφορμή συστήματος. 
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Κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής.  
 

2
2
1 ωIK =  Κινητική ενέργεια στροφικής 

(μόνο) κίνησης. 
2

2
12

2
1 ωυ IMK cm +=  Κινητική ενέργεια μεταφορικής 

και στροφικής κίνησης.

 
Έργο κατά τη στροφική κίνηση. 
 

τθ=⋅= sFW rr
Έργο. 

τω==
dt

dWP  Ισχύς. 

2
12

12
22

1 ωω IIW −=∑  Θεώρημα έργου-ενέργειας για τη 
στροφική κίνηση. 

 
Αντιστοιχίες μεγεθών και νόμων μεταφορικής και στροφικής κίνησης.  
 

Μεταφορική κίνηση Στροφική κίνηση 
Θέση  x Γωνία  θ 
Δύναμη  F Ροπή (δύναμης)  τ 
Μάζα  m Ροπή αδράνειας  I 

Ταχύτητα  
dt
dx

=υ
r  Γωνιακή ταχύτητα  

dt
dθω =

r  

Επιτάχυνση  
dt
da υ
r

r
=  Γωνιακή επιτάχυνση  

dt
da ω

γων

r
r

=  

Ορμή  υ
rr mp =  Στροφορμή  ωIL =  

Θεμελιώδης νόμος της μηχανικής 
∑ = amF rr

 
Θεμελιώδης νόμος στροφικής κίνησης 

γων
τ∑ = aIrr  

1ος νόμος του Νεύτωνα 
Αν ∑ = 0εξF

r
, σταθ=pr  

1ος νόμος του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση 
Αν ∑ = 0εξτr , σταθ=L

r
 

2ος νόμος του Νεύτωνα 

∑ =
dt
pdF
rr

 

2ος νόμος του Νεύτωνα για τη στροφική κίνηση 

∑ =
dt
Ld
r

rτ  

Κινητική ενέργεια λόγω μεταφοράς 
2

2
1

cmMK υ=  
Κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής 

2
2
1 ωIK =  

 
Χρήσιμες σχέσεις. 
 

2
2
1

0 tatx +=υ   ta+= 0υυ   Rs ⋅= θ   
r

mF ό

2υ
λοςκενρομ =   

2
2
1

0 tat γωνωθ +=   taγωνωω += 0  R⋅= ωυ   ωτυ ⋅=⋅= FP   
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5Ο ΚΕΦΑΛΑΙΟ. 
      Κρούσεις και σχετικές κινήσεις. 

 
Κρούσεις. 
 
 

Διατήρηση Πότε ισχύει 
Ορμής:   pπριν= pμετά Σε ΟΛΕΣ τις κρούσεις 

Κινητικής ενέργειας:   Κπριν= Κμετά Στις ελαστικές κρούσεις 
 
 

Μετωπική ελαστική κρούση Πλάγια κρούση 

Αν m1=m2 
υ2=0 Νόμος συνημιτόνων  

(για το μέτρο της ορμής συσσωματώματος):  
συνφσυσωμ 21

2
2

2
1 2 ppppp ++=  

 
Νόμος ημιτόνων 

(για τη διεύθυνση της ορμής συσσωματώματος): 

p
p1=

ημφ
ημθ  

 
Ανεξάρτητα από το αν έχω συσσωμάτωμα, 

 για την συνολική ορμή ισχύει:  
ά

xx pp μετπριν =  
ά

yy pp μετπριν =  
 

Μέτρο και διεύθυνση τελικής ταχύτητας: 
22

yx VVV +=    
x

y

V
V

=εφθ  

(όπου θ η γωνία της V με τη Vx)

 m1<<m2 

τότε 

21 υυ =΄   
 
 
 
 
 

12 υυ =΄  

1
21

21
1 υυ

mm
mm΄

+
−

=

 
 
 
 

1
21

1
2

2 υυ
mm

m΄
+

=

 

11 υυ −=΄
 
 
 
 
 

02 =΄υ  

 
Φαινόμενο Doppler. 
 

S
A

A ff
υ
υυ ±

=  
Κινούμενος παρατηρητής 

S
S

A ff
υυ

υ
m

=  Κινούμενη πηγή (S=source) 

S
S

A
A ff

υυ
υυ

m

±
=  Κινούμενος παρατηρητής  

& κινούμενη πηγή 
 
Χρήσιμη σχέση: 

t
Nf
Δ

=  

φ θ 

1pr
pr  

2pr

http://dimitris.webgalaxy.gr

  


